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Zusammenfassung

Kollabierende Materie erzeugt in der Allgemeinen Relativitédtstheorie unter sehr allgemeinen
Voraussetzungen Raumzeit-Singularitdten: Kriimmungsinvarianten divergieren, Geodéten en-
den nach endlicher Eigenzeit, und die Theorie verliert ihre Vorhersagekraft. Ublicherweise
werden diese Divergenzen nicht als physikalische Unendlichkeiten gelesen, sondern als Zeichen
dafiir, dass die Kontinuumsbeschreibung der Raumzeit an die Grenze ihres Giiltigkeitsbe-
reichs gestoflen ist. Verschiedene Zugénge zur Quantengravitation, etwa Fuzzball-Modelle oder
Planck-Sterne, ersetzen die Singularitdt dementsprechend durch einen endlichen, stark quan-
tenmechanischen Zustand. Die vorliegende Arbeit macht diesen Gedanken auf konzeptioneller
Ebene explizit. Das Schwarze Loch wird als Betragszustand der kollabierten Masse-Energie
aufgefasst; ,,Unendlich” ist in diesem Bild kein Wert, den Observablen annehmen, sondern
ein Domdnenmarker, der den Ubergang vom klassischen Konfigurationsraum in einen neuen
Zustandsraum Schwarzer Locher anzeigt. Ein einfaches mathematisches Rahmenwerk prézisiert
den Ubergang: Eine kritische Dichte ppax definiert einen Ubergangsradius R*, unterhalb dessen
die Konfiguration durch einen Betragszustands-Operator B auf einen endlichen Zustand B(M)
abgebildet wird. Die drohende Divergenz 16st diese Abbildung aus, statt einen unendlichen Wert
zu liefern. Der Rahmen ersetzt keine Quantengravitationstheorie; er stellt eine kontrollierte
Sprache fiir den Umgang mit Unendlichkeiten im Gravitationskollaps bereit und verbindet die
klassischen Singularitétssitze mit modernen Szenarien der Singularitédtsauflosung.

Schlagworter: Schwarze Locher, Raumzeit-Singularititen, Allgemeine Relativitétstheorie,
Quantengravitation, Gravitationskollaps, Unendlich als Domé&nenmarker, Betragszustand,
Singularitdtsauflosung, Informationsparadoxon, holographisches Prinzip.
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1 Einleitung

Schwarze Locher gehoren zu den robustesten Vorhersagen der Allgemeinen Relativitédtstheorie.
Die Singularitédtssitze von Penrose und Hawking zeigen, dass fortgesetzter Gravitationskollaps
unter allgemeinen und physikalisch plausiblen Bedingungen an den Materieinhalt zwangslaufig
zur Bildung von Raumzeit-Singularititen hinter Ereignishorizonten! fiihrt [1, 2]. Charakteri-
siert sind diese Singularititen durch geoditische Unvollstandigkeit? und die Divergenz von
Kriimmungsinvarianten®. Die Objekte selbst sind lingst keine theoretische Idealisierung mehr:
Gravitationswellensignale verschmelzender Schwarzer Locher [6] und die horizontnahen Auf-
nahmen des Event Horizon Telescope [7] bestétigen die Vorhersagen fiir die Auflengeometrie.
Uber das Innere und den Endpunkt des Kollapses sagen diese Beobachtungen jedoch nichts;
dort bleibt die Theorie auf sich gestellt.

Wie solche Divergenzen physikalisch zu deuten sind, ist damit noch nicht gesagt. Weithin
akzeptiert ist, dass sie den Zusammenbruch der klassischen Kontinuumsbeschreibung anzeigen
und nicht die Existenz tatséchlich ,unendlicher Groflen“ in der Natur. Mikroskopische Modelle
Schwarzer Locher in Kandidatentheorien der Quantengravitation stiitzen diese Lesart: Sowohl die
Fuzzball-Modelle der Stringtheorie? [8] als auch die Planck-Sterne der Loop-Quantengravitation®
[9] setzen an die Stelle der Singularitéit einen endlichen, stark quantenmechanischen Zustand
mit einer groflen, aber endlichen Zahl zugrunde liegender Freiheitsgrade. Die Suche nach
einem konsistenten nichtsinguldren Bild des Inneren hat sich inzwischen zu einem eigenen
Forschungsprogramm entwickelt (siehe zuletzt den Uberblick in [10]).

Die vorliegende Arbeit entwickelt einen konzeptionellen Rahmen, in dem Schwarze Locher
als Betragszustdnde der kollabierten Masse-Energie verstanden werden. Taucht in klassischen
Ausdriicken ein co auf, etwa in Kriimmungsskalaren oder effektiven Dichten, so lesen wir das als
Domdnenmarker: Die Rechnung hat den Bereich verlassen, in dem die klassischen Observablen
definiert sind. An dieser Grenze tritt ein neuer Zustand an die Stelle der bisherigen Beschreibung,
und diesen Zustand identifizieren wir mit dem Schwarzen Loch selbst.

1.1 Beitrag und Einordnung

Der Vorschlag wird in einer bewusst einfachen Form préisentiert. Der Beitrag der Arbeit liegt in
vier Punkten:

1. einer Lesart klassischer Divergenzen als Doménenmarker, angelehnt an den Umgang mit
Divergenzen in der Quantenfeldtheorie (Abschnitt 4);

2. einem einfachen mathematischen Rahmenwerk, in dem eine kritische Dichte py.x einen
Ubergangsradius R* definiert und divergente Observablen durch saturierte GréBen mit
expliziter Ubergangsbedingung ersetzt werden (Abschnitte 5.1 und 5.2);

!Der Ereignishorizont ist die Grenzfliche, von der aus keine Signale mehr zu entfernten Beobachtern gelangen
konnen; formal ist er der Rand des Raumzeitbereichs, der mit der &uleren Unendlichkeit kausal verbunden
ist, vgl. [3].

2Geoditen sind die Weltlinien frei fallender Teilchen beziehungsweise Lichtstrahlen. Eine Raumzeit heifit
geodétisch unvollstéindig, wenn sich mindestens eine Geodéate nicht iiber einen endlichen Parameterwert
hinaus fortsetzen lasst, die Weltlinie also nach endlicher Zeit endet, ohne dass es ein ,Danach® gibe. Diese
Eigenschaft dient als operationale Definition einer Singularitit [3, 4].

3Kriimmungsinvarianten sind koordinatenunabhingige Skalare, die aus dem Riemann-Kriimmungstensor gebildet
werden. Divergiert eine solche Invariante, ldsst sich die Divergenz nicht durch eine geschicktere Koordinatenwahl
beseitigen [5].

4Die Stringtheorie ist ein Kandidat fiir eine vereinheitlichte Quantentheorie aller Wechselwirkungen; ihre
Grundobjekte sind eindimensionale Strings sowie hoherdimensionale Bran-Objekte, auf denen Strings enden
koénnen.

5Die Loop-Quantengravitation quantisiert die Geometrie der Raumzeit selbst, ohne eine feste Hintergrundraum-
zeit vorauszusetzen; Flachen und Volumina besitzen dort diskrete Spektren.
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3. einem abstrakten Betragszustands-Operator B : C — Spp, der die kollabierte Konfiguration
auf einen endlichen Schwarzen-Loch-Zustand abbildet, samt einer Deutung als kontrolliertes
Analogon zur ,,Division durch null“ (Abschnitt 5.3);

4. der Anwendung auf ein Kollapsszenario und der Einordnung der Konsequenzen fiir Infor-
mation, Entropie und Beobachterabhéngigkeit (Abschnitte 6 und 7).

Der Rahmen legt sich auf keine bestimmte Quantengravitationstheorie fest. Er liefert weder
ein mikrophysikalisches Modell fir den Zustand B(M ) noch eine neue, durchrechenbare Theorie;
Fuzzballs oder Planck-Sterne lassen sich als konkrete Realisierungen von B(M) in spezifischen
Theorierahmen lesen, wiahrend die vorliegende Arbeit die gemeinsame Struktur solcher Szenarien
eine Abstraktionsebene hoher beschreibt. Ziel ist eine transparente, physikalisch motivierte
Antwort auf die Frage, wie sich oo in der Gravitation kontrolliert behandeln lisst.

1.2 Aufbau der Arbeit

Abschnitt 2 rekapituliert das klassische Bild Schwarzer Locher und Singularititen in der Allge-
meinen Relativititstheorie. Abschnitt 3 gibt einen Uberblick iiber bestehende Vorschlige zur
Singularitdtsauflésung. Abschnitt 4 entwickelt die Deutung von oo als Doménenmarker. Ab-
schnitt 5 fiihrt das mathematische Rahmenwerk mit Dichtesittigung, Ubergangsbedingung und
Betragszustands-Operator ein. Abschnitt 6 wendet das Rahmenwerk auf den Gravitationskollaps
an. Abschnitt 7 behandelt Information, Entropie und Beobachterabhéngigkeit; Abschnitt 8
benennt die Grenzen des Ansatzes, Abschnitt 9 fasst zusammen und skizziert Erweiterungen.

2 Schwarze Locher und Singularitaten in der klassischen ART

Im einfachsten Fall beschreibt die Schwarzschild-Losung [11] das duflere Gravitationsfeld einer
statischen, sphérisch symmetrischen, ungeladenen Masse M. Kollabiert Materie unter ihren
Schwarzschild-Radius

2GM
=T 3 (1)

so bildet sich ein Ereignishorizont: eine Nullfliche®, von der aus Licht und kausale Signa-
le keine asymptotischen Beobachter mehr erreichen. Innerhalb dieses Horizonts enden alle
zukunftsgerichteten zeitartigen Geoditen nach endlicher Eigenzeit” bei r = 0.

Dort divergieren Kriimmungsinvarianten; fiir die Schwarzschild-Loésung gilt etwa fiir den
Kretschmann-Skalar®

Ts
C

48 G2 M2

_ nrpo
K = Ryypo R = A6

— oo (r—0). (2)
Geometrisch schwerer wiegt die geodétische Unvollstdndigkeit: Es existieren nicht fortsetzbare
Geodéten endlicher affiner Parameterlange. Der Singularitdtssatz von Penrose 16st diesen Befund
von der speziellen Symmetrie der Schwarzschild-Losung ab; die Originalarbeit fasst das Ergebnis
so zusammen: ,deviations from spherical symmetry cannot prevent space-time singularities
from arising“ [1, S. 57]. Sobald die Materie geeignete Energiebedingungen® erfiillt und eine

SEine Nullfliche ist eine Fliche, deren Normalenrichtungen lichtartig sind; sie ldsst sich nur in einer Richtung
durchqueren.

"Eigenzeit ist die Zeit, die eine mit dem Teilchen mitfallende Uhr anzeigt.

8Der Kretschmann-Skalar ist die vollstindige quadratische Kontraktion des Riemann-Tensors. Anders als der
Ricci-Skalar verschwindet er in Vakuumlésungen nicht identisch und eignet sich daher als Krimmungsmafl
der Schwarzschild-Geometrie [5].

9Energiebedingungen sind Positivititsforderungen an den Energie-Impuls-Tensor; sie formalisieren, dass ge-
wohnliche Materie anziehend gravitiert, vgl. [3].
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gefangene Fliche (trapped surface)' entsteht, ist geoditische Unvollstindigkeit unvermeidlich
(vgl. die Verallgemeinerungen in [2, 3]).

Eine Singularitiit in diesem Sinn ist nicht Teil der Mannigfaltigkeit'! [4]. Sie ist kein Punkt
im Raum, an dem ,unendliche Dichte“ séfle, sondern ein Rand der Raumzeit, an dem die
klassische Beschreibung schlicht aufhort. Die Divergenz der Kriimmung ist damit ein Symptom
des Zusammenbruchs der Theorie, nicht zwingend eine Eigenschaft der zugrunde liegenden
physikalischen Realitdt. Abgeschlossen ist diese Deutungsdebatte nicht. Was genau ein Schwarzes
Loch ausmacht, beantworten verschiedene Teilgebiete der Physik bis heute unterschiedlich;
Curiel wertet diese Vielfalt ausdriicklich als Stéarke: ,within reasonable bounds, the profusion
of different definitions is in fact a virtue* [12]. Und Kerr hat 2023 bestritten, dass aus den
Satzen mehr als geodéatische Unvollstandigkeit folgt: ,, There is no proof that black holes contain
singularities when they are generated by real physical bodies* [13].

Das motiviert die Suche nach einer Beschreibung, in der der Endzustand des Gravitati-
onskollapses ein wohldefiniertes, endliches Objekt ist. In der klassischen Theorie ist dieser
Endzustand global kodiert, ndmlich durch den Ereignishorizont und asymptotische Ladungen
wie Gesamtmasse, Drehimpuls und elektrische Ladung. Von einer Quantentheorie der Gravitati-
on erwartet man dariiber hinaus, dass er eine endliche, wenn auch moglicherweise enorme Zahl
von Mikrozustinden'? besitzt.

3 Bestehende Ansitze zur Singularitatsauflosung

Mehrere Forschungsprogramme der Quantengravitation zielen darauf, die klassische Singularitét
durch einen endlichen Quantenzustand zu ersetzen.

In der Stringtheorie tritt an die Stelle des klassischen Innenraums ein ,Fuzzball“: Nach
Mathurs Vorschlag [8] ist ein Schwarzes Loch ein Ensemble horizontgrofier String- und Bran-
Konfigurationen, deren Geometrien schon auf Skalen des Horizontradius von der klassischen
Losung abweichen. Eine Singularitdt kommt in diesem Bild nicht vor; der Bereich, den klassisch
eine glatte Geometrie mit singuldrem Zentrum einndhme, ist von komplizierten, aber endlichen
stringtheoretischen Strukturen ausgefiillt.

Die Loop-Quantengravitation kennt mehrere Modelle, in denen Quanteneffekte der Geometrie
den Kollaps bei hoher, aber endlicher Dichte stoppen [14, 15]. Das Planck-Stern-Szenario fasst
diese Phase in einem Satz: A star that collapses gravitationally can reach a further stage of its
life, where quantum-gravitational pressure counteracts weight“ [9]. Es bildet sich ein extrem
dichter Kern, der aus Sicht duBerer Beobachter spiter in ein weiBes Loch!'? iibergehen kann.
Ausgearbeitete Varianten dieses Bildes beschreiben langlebige Weifle-Loch-Reste als Endstadium
der Verdampfung [16].

Eng verwandt ist die Literatur zu reguldren Schwarzen Liochern: effektiven Metriken, die
auflen mit der klassischen Lésung iibereinstimmen, im Zentrum aber einen Kern endlicher
Krimmung tragen. Hayward etwa gibt eine Geometrie an, die den vollen Lebenszyklus ohne
Singularitéat abbildet: ,Regular (nonsingular) space-times are given that describe the formation
of a (locally defined) black hole from an initial vacuum region, its quiescence as a static region,
and its subsequent evaporation to a vacuum region® [17]. Der zugrunde liegende Gedanke einer
universellen Obergrenze fiir die Dichte der Materie findet sich schon bei Markov [18]. Wie

OKine gefangene Fliche ist eine geschlossene Fliche, von der aus selbst die nach auen laufenden Lichtstrahlen
konvergieren; ihr Auftreten zeigt an, dass der Kollaps nicht mehr aufzuhalten ist [1].

"Dije Mannigfaltigkeit ist die glatte Punktmenge, aus der die Raumzeit mathematisch besteht; die Singularitét
gehort nicht dazu, sondern bildet einen ideellen Randpunkt.

12Mikrozustéande sind mikroskopisch verschiedene Konfigurationen, die dieselben makroskopischen KenngréBen
tragen; ihre Anzahl 2 bestimmt die statistische Entropie S = kg In 2.

3Ein weiles Loch ist die Zeitumkehr eines Schwarzen Lochs: eine Region, aus der Materie und Licht nur
entkommen, in die sie aber nicht eindringen kénnen.
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solche Geometrien dynamisch entstehen, ob sie stabil sind und woran man sie beobachtend von
klassischen Schwarzen Lochern unterscheiden kénnte, wird derzeit systematisch untersucht [10].
Einen weiteren Zugang ertffnen die Thermodynamik Schwarzer Locher [19, 20] und das
holographische Prinzip [21, 22] (fiir einen Uberblick siehe [23]). Dass die Entropie eines Schwarzen
Lochs mit der Horizontfliche statt mit dem eingeschlossenen Volumen skaliert, spricht dafiir,
dass seine relevanten Freiheitsgrade effektiv auf einem niederdimensionalen Rand sitzen und ihr
Informationsgehalt endlich ist, proportional zur Horizontfliche in Planck-Einheiten®. Mit der
AdS/CFT-Korrespondenz!® [24] existiert dafiir eine konkrete Realisierung.

Tabelle 1: Anséitze zur Singularitdtsauflosung im Vergleich. Alle ersetzen die divergenten Grofien der
klassischen Theorie durch einen endlichen Zustand; sie unterscheiden sich im theoretischen Rahmen und
in der Natur dieses Zustands.

Ansatz Theoretischer Rahmen Ersatz der Singularitit Quelle
Fuzzball Stringtheorie horizontfiillende Mikrozustande  [§]
Planck-Stern Loop-Quantengravitation Riickprall bei endlicher Dichte [9]
Reguldrer Kern  begrenzte Kriimmung, effektive Metriken Kern endlicher Kriimmung [17]
Holographie BH-Thermodynamik, AdS/CFT Freiheitsgrade auf dem Horizont  [19, 24]
Betragszustand  theorieagnostisch (diese Arbeit) Abbildung B : C — Sgnu —

So verschieden Apparat und Details dieser Programme sind, das Motiv ist dasselbe: Wo
die klassische Theorie unendliche Kriimmung oder Dichte vorhersagt, stellt die fundamentale
Theorie einen endlichen, wenn auch extremen Zustand der Quantengeometrie bereit. Das
legt eine abstraktere, theorieunabhéngige Sprache fiir dasjenige nahe, was an die Stelle der
Singularitat tritt (Tabelle 1).

4 Unendlich als Domanenmarker

Unendlichkeiten in der Physik sind fast immer ein Zeichen dafiir, dass ein Modell auflerhalb
seines Anwendungsbereichs verwendet wird. In der Quantenfeldtheorie zeigen Ultraviolett-
Divergenzen in Schleifenintegralen' an, dass naive Kontinuumsmodelle bei hohen Energien
beziehungsweise kurzen Abstédnden zusammenbrechen und durch effektive Feldtheorien oder
renormierte Beschreibungen zu ersetzen sind (vgl. [25]). Entsprechendes gilt in der Gravitation:
Die Divergenz von Kriimmungsinvarianten signalisiert, dass die klassische Kontinuumsbeschrei-
bung der Raumzeit iiber den Bereich hinaus extrapoliert wird, in dem sie vertrauenswiirdig
ist.

Wir schlagen deshalb vor, oo nicht als Wert zu behandeln, den physikalische Observablen
tatsdchlich annehmen kénnten, sondern als Domédnenmarker. Es sei Q(z) eine klassische Ob-
servable, etwa ein Krimmungsskalar oder eine Energiedichte, definiert auf einem Bereich der
Raumzeit, der durch einen Parameter x beschrieben wird. Divergiert Q(x) geméfl den klassischen
Gleichungen fiir z — x*, so stecken darin zwei getrennte Aussagen:

1. @ ist klassisch nur auf einem Definitionsbereich Dyjasgisch erkléart, und

2. der Grenzpunkt x* liegt auBerhalb von Dyjassisch-

14Planck-Einheiten sind die aus den Naturkonstanten G, ¢ und / gebildeten natiirlichen MaBeinheiten; die
Planck-Linge betrigt £p = y/hG/c3 ~ 1,6 x 107" m.

5Die AdS/CFT-Korrespondenz ist eine vermutete exakte Aquivalenz zwischen einer Gravitationstheorie in einem
Anti-de-Sitter-Raum (einer Raumzeit mit konstanter negativer Kriimmung) und einer konformen Feldtheorie
ohne Gravitation auf dessen Rand.

16Schleifenintegrale summieren in der stérungstheoretischen Quantenfeldtheorie iiber alle Quantenfluktuationen;
Ultraviolett-Divergenzen entstehen, wenn dabei beliebig hohe Impulse beitragen.
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Bei z* ist zu einer anderen Beschreibung iiberzugehen, mit anderem Zustandsraum und
anderen effektiven Variablen. Fiir die Entstehung Schwarzer Locher heifit das: Die kollabierende
Konfiguration wird auf einen neuen Schwarzen-Loch-Zustand abgebildet, der die Masse-Energie
und die weiteren Erhaltungsgrofien triagt. Es liegt daher nahe, eine explizite Abbildung vom
klassischen Konfigurationsraum in einen Raum von Schwarzen-Loch-Zusténden einzufithren, die
immer dann greift, wenn eine klassische Gréfie formal divergieren wiirde. Der folgende Abschnitt
konstruiert ein einfaches mathematisches Rahmenwerk, das diesen Ubergang explizit macht.

5 Ein einfaches mathematisches Rahmenwerk

Das Rahmenwerk soll nicht die volle Komplexitéat der Allgemeinen Relativitédtstheorie reprodu-
zieren, sondern in einem einfachen Modell erfassen, wie sich die mit dem Gravitationskollaps
verbundenen Divergenzen durch eine Abbildung auf endliche Betragszustiande ersetzen lassen.
Wir beginnen mit einem klassischen Standardmodell fiir die Dichte eines kollabierenden Objekts,
fiilhren dann eine endliche Dichteschranke und eine Ubergangsbedingung ein und definieren
schliefllich einen abstrakten Betragszustands-Operator, der die kollabierte Masse-Energie in
einem Schwarzen-Loch-Zustand zusammenfasst.

5.1 Klassische Dichtedivergenz

Betrachtet sei ein sphérisch symmetrisch kollabierender Koérper der Gesamtmasse M und des
Radius R. In einem groben homogenen Modell, wie es idealisierten Kollapsrechnungen seit
Oppenheimer und Snyder [26] zugrunde liegt, betriagt die mittlere Massendichte

M M 3M

= (3)

R) = - .
P =g TR 4R

Mit abnehmendem R wéchst p(R). Im klassischen Bild hindert nichts R daran, gegen null zu
streben, sodass p(R) — oo fiir R — 0; diese Divergenz wird mit der Bildung einer Singularitét
im Zentrum des Schwarzen Lochs assoziiert (Abbildung 1).

Bei hinreichend hohen Dichten ist allerdings zu erwarten, dass quantengravitative Effekte
wichtig werden und der klassische Ausdruck (3) seine Giiltigkeit verliert. Es bezeichne p,ax eine
kritische Dichte, jenseits derer die klassische Kontinuumsnéherung zusammenbricht. Der genaue
mikroskopische Ursprung von pmax muss dafiir nicht bekannt sein; die Grofle fungiert als Platz-
halter fiir das Einsetzen neuer Physik. Der Gedanke einer solchen universellen Dichteschranke
geht auf Markov zuriick [18].

Damit lasst sich ein kritischer Radius R* definieren, bei dem das homogene Dichtemodell
Pmax €rreichen wiirde:

o wo () 0

= —F >
Prax = RS AT Prax
Fir R > R* ist die klassische Beschreibung zumindest qualitativ sinnvoll. Fiir R < R* versucht
das homogene Kontinuumsmodell, p iiber ppax hinauszutreiben, und verdient kein Vertrauen
mehr.
5.2 Saturierte Observablen und Ubergangsbedingung
Um wortliche Divergenzen zu vermeiden, definieren wir eine effektive, saturierte Dichte

pet(R) = min(p(R), pmax)- ()

Diese einfache Vorschrift stellt sicher, dass peg(R) die Schranke ppax nie iiberschreitet, auch wenn
der klassische Ausdruck p(R) divergieren wiirde (Abbildung 2). Der Zweck der Konstruktion liegt
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p—oofirR—0

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
R/R*

Abbildung 1: Klassische Dichtedivergenz im homogenen Kollapsmodell. Die Funktion p(R) =
3M /(47 R®) wiichst fiir R — 0 iiber alle Grenzen; die gestrichelte Linie markiert die kritische Dichte
Pmax, ab der die Kontinuumsnédherung nicht mehr tragt.

jedoch nicht im bloflen Kappen der Dichte, sondern darin, beim Eintritt in das Sattigungsregime
einen Wechsel der zugrunde liegenden Beschreibung anzuzeigen. In Modellen reguldrer Schwarzer
Locher iibernimmt ein Kern konstanter effektiver Dichte dieselbe Rolle (vgl. [17]).

8 I T T T
! klassische Extrapolation
I —_— e R
6 : pest (R) i
] I
E |
Q |
= 4 | .
&) Betragszustand klassischer
& y !
3 B(M) ‘ Bereich
2 } |
0 ;\\ ! . .
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

R/R*

Abbildung 2: Effektive Dichte peg(R) mit Schranke ppax. Die klassische Divergenz (grau gestrichelt)
wird durch ein Sittigungsplateau ersetzt; der kritische Radius R* markiert den Ubergang in das Regime
des Schwarzen-Loch-Zustands (blau hinterlegt).

Der kollabierenden Konfiguration wird daher ein Paar (R, Zustand) zugeordnet, wobei die
Zustandskomponente festhilt, ob das System noch durch das klassische Kontinuumsmodell
beschrieben wird oder bereits in einen Betragszustand tibergegangen ist:

KLASSISCH, R > R*,
Zustand(R) = (6)
BH-ZUSTAND, R < R*.

Die Bedingung p(R) > pmax, gleichwertig R < R*, dient also als Ausloser fiir den Eintritt in
das Schwarze-Loch-Regime. Im Zustand BH-ZUSTAND wird die innere Dynamik nicht mehr
durch die homogene Dichte beschrieben; das System ist stattdessen durch makroskopische
Parameter charakterisiert, insbesondere seine Gesamtmasse M sowie gegebenenfalls Drehimpuls
und Ladung.
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Bemerkung 5.1 (Horizontbildung und Ubergangsbedingung). Die Bedingung R < R* ist nicht
mit der Horizontbildung zu verwechseln. Ein Ereignishorizont entsteht bereits, wenn die Mate-
rie ihren Schwarzschild-Radius (1) unterschreitet, was bei groffen Massen schon bei geringer
mittlerer Dichte geschieht. Liegt pmax in der Gréfenordnung der Planck-Dichte!”, so gilt fiir
astrophysikalische Massen R* < 7g; fiir eine Sonnenmasse etwa R* ~ 10722 m gegeniiber
rs ~ 3km. Der Ubergang in den Betragszustand betrifft daher die Fortsetzung des Kollapses tief
im Inneren des Horizonts, also genau den Bereich, fiir den die klassische Theorie die Singularitét
vorhersagt. Horizont und Auflengeometrie bleiben davon unberiihrt klassisch.

5.3 Betragszustands-Operator und das Analogon zur Division durch null

Die Vorstellung, dass das Schwarze Loch ein Betragszustand der kollabierten Masse-Energie ist,
lasst sich nun formalisieren.

Definition 5.2 (Betragszustands-Operator). Es sei C der Raum der klassischen Konfigurationen
kollabierender Materie (etwa Funktionen, die Dichteprofile und Geschwindigkeitsfelder festlegen)
und Sy der Raum der Schwarzen-Loch-Zustidnde, charakterisiert mindestens durch einen
Massenparameter M und gegebenenfalls durch weitere Ladungen. Der Betragszustands-Operator
ist die Abbildung

B:C — Sph, (7)

die eine klassische Konfiguration ¢ € C auf einen Schwarzen-Loch-Zustand B(c) abbildet, sobald
die kritische Bedingung p > pmax an mindestens einer Stelle der Konfiguration erfiillt ist.

Im homogenen Modell ldsst sich B als Funktion der Masse allein schreiben: B(M) € Spp.
Anschaulich steht B(M) fiir ,,das aus der kollabierenden Masse M entstandene Schwarze Loch*.
Die innere Struktur von B(M) bleibt offen; sie kann etwa eine grofie Zahl von Mikrozustédnden
einer fundamentalen Quantentheorie kodieren. Abbildung 3 zeigt die Struktur der Abbildung.

Bemerkung 5.3 (Zum Begriff des Betragszustands). Der Begriff ,Betrag® ist metaphorisch
gemeint. Es geht nicht um |M| als Zahl, sondern um die Vorstellung, dass die Gesamtheit
der eingefallenen Materie und Energie nicht verschwindet, sondern in eine andere, endliche
Zustandsform uberfithrt wird, die nach auflen nur durch wenige makroskopische Parameter
sichtbar ist.

Konfigurationsraum C Zustandsraum Spp

Dichteprofile, Geschwindigkeitsfelder, B 5 B( M)

Zustandsgleichungen, . .. ausgelost durch p > prax
charakterisiert durch (M, J, Q)

glltig, solange p < pPmax

Abbildung 3: Konzeptionelle Abbildung vom klassischen Konfigurationsraum C in den Zustandsraum
Sgn. Die Divergenz klassischer Observablen 16st den Ubergang C — Spy aus; der Betragszustand B(M)
ersetzt die Singularitéat.

Die Konstruktion lasst sich mit der Intuition der ,Division durch null“ verbinden. Die
homogene Dichte (3) hat die Form N/V mit einem Nenner V, der im Kollaps gegen null strebt.
In naiver Algebra ldge nahe, diesen Grenzwert als eine Art Division durch null zu behandeln.
Statt co als numerischen Wert einzufithren, verstehen wir den Grenziibergang

i 3M
11m
R=0 47 R3

'"Die Planck-Dichte pp = ¢®/(hG?) ~ 5 x 10°® kg/m® markiert die Skala, ab der Quanteneffekte der Gravitation
die Geometrie dominieren diirften.

~ B(M) (8)
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als Signal, dass die klassische Observable p ihren Definitionsbereich verldsst und die korrekte
Beschreibung durch den Betragszustand B(M) gegeben ist.

Wer den Anschluss an die Division-durch-null-Intuition explizit machen will, kann eine
symbolische Operation @ auf den positiven reellen Zahlen einfiihren:

M@0 = B(M), M>0. (9)

Bemerkung 5.4 (Kein Bruch mit der reellen Arithmetik). Die Operation @ in (9) ist keine
gewohnliche Division, sondern eine Kurzschreibweise fiir ,,Kollaps in einen Schwarzen-Loch-
Zustand“. Entscheidend ist, dass sie ein Element von Sy zuriickgibt und keine reelle Zahl.
Sie unterliegt damit nicht den algebraischen Regeln der reellen Arithmetik und vermeidet
die Widerspriiche, die entstehen, wenn man 1/0 als reelle Zahl zu definieren versucht. Das
,mathematische“ Analogon der Division durch null wird so durch einen geregelten Ubergang
vom Konfigurationsraum C in den Zustandsraum Spy ersetzt.

6 Anwendung auf den Gravitationskollaps

Wie sich das Rahmenwerk auf den Gravitationskollaps anwenden ldsst, zeigt ein vereinfachtes
Szenario. Das Modell bleibt grob, aber seine Struktur spiegelt die qualitativen Erwartungen
aufwendigerer Behandlungen wider. Abbildung 4 zeigt das resultierende Raumzeitbild in Form

eines vereinfachten Penrose-Diagramms!®.

endlicher Zustandsbereich statt Singularitit

AuBlenraum
(klassisch)

7

Abbildung 4: Vereinfachtes, Penrose-artiges Schema des Gravitationskollapses. Aulenraum und Hori-
zontstruktur bleiben klassisch beschrieben; an die Stelle der klassischen Singularitdt am oberen Rand
tritt der endliche Zustandsbereich B(M), in den die kollabierte Materie abgebildet wird. Z+ und Z—
bezeichnen die zukiinftige und vergangene Null-Unendlichkeit (Ziel bzw. Ursprung von Lichtstrahlen), i°
die rdumliche und ¢~ die vergangene zeitartige Unendlichkeit.

6.1 Kollapsszenario im Modell

1. Ausgangspunkt ist eine ausgedehnte klassische Konfiguration ¢g € C, die einen Stern der
Masse M mit Radius Rg > R* reprasentiert.

18Fin Penrose-Diagramm staucht die gesamte Raumzeit durch eine konforme Transformation auf ein endli-
ches Diagramm; Lichtstrahlen verlaufen darin unter 45°, und die Rander reprasentieren die verschiedenen
Unendlichkeiten [5].
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2. Wéhrend der Stern unter seiner eigenen Gravitation kollabiert, nimmt sein Radius R(t)
ab und die mittlere Dichte p(R(t)) zu.

3. Solange p(R(t)) < pmax gilt, befindet sich das System im Zustand KLASSISCH. Seine Dyna-
mik wird, zumindest qualitativ, durch die Allgemeine Relativitdtstheorie mit geeigneten
Materiemodellen beschrieben.

4. Erreicht R(t) den Wert R*, sagt das homogene Dichtemodell p(R*) = pmax voraus. Fir
kleinere Radien versucht der klassische Ausdruck, p iiber ppax hinauszutreiben. Statt
p — oo zu akzeptieren, interpretieren wir dies als den Punkt, an dem die Abbildung

c(t) — B(M) (10)

zur mafigeblichen Beschreibung wird. Das System geht in den Schwarzen-Loch-Zustand
B(M) iiber; die inneren klassischen Freiheitsgrade werden nicht mehr explizit verfolgt.

5. Fiir alle spateren Zeiten wird die duflere Geometrie durch eine geeignete Schwarze-Loch-
Raumzeit beschrieben, etwa ein Mitglied der Kerr-Newman-Familie!?, wihrend das
Innere abstrakt durch B(M) reprisentiert ist. Mikroskopische Modelle wie Fuzzballs
oder Planck-Sterne liefern Kandidaten fiir die Realisierung von B(M) in konkreten
Quantengravitationsrahmen.

In diesem Ablauf gibt es keinen Zeitpunkt, zu dem eine physikalische Grofie buchstéblich
unendlich wird. Der Versuch des klassischen Modells, p iiber pnax hinauszutreiben, wird als
Extrapolation {iber den Giiltigkeitsbereich hinaus erkannt, und die Beschreibung wechselt zu
einem endlichen Betragszustand.

7 Diskussion: Information, Entropie und Beobachter

Die Betragszustands-Interpretation hat Konsequenzen dafiir, wie iber Information, Entropie
und Beobachter in Schwarzen-Loch-Raumzeiten zu sprechen ist.

Aus der Perspektive eines dufleren Beobachters ist ein Schwarzes Loch durch wenige makrosko-
pische Parameter charakterisiert; nach den Eindeutigkeitssitzen®® sind das im stationiren Fall
gerade Masse, Drehimpuls und Ladung. Der Betragszustand B(M) kodiert abstrakt die grofie
Zahl mikroskopischer Konfigurationen, die mit diesen Parametern vertréglich sind. Die Entropie
Schwarzer Locher lasst sich dann als Maf fiir den Logarithmus der Zahl solcher Mikrozusténde
auffassen, im Einklang mit der Bekenstein—Hawking-Entropie

kBC3A
= 11
SBH Ch (11)

die mit der Horizontflache A statt mit dem eingeschlossenen Volumen skaliert [19, 20].

In diesem Bild wird an keiner Stelle fundamentale Information vernichtet, denn es gibt keine
Singularitét, die als Endpunkt von Informationsfliissen dienen kénnte. Die Information liegt in
B(M) und moglicherweise auf oder nahe dem Horizont vor, im Einklang mit holographischen
Ideen (vgl. [21, 22]). Das Informationsparadoxon [29] 16st der Rahmen nicht, aber er formuliert
es um: Zu fragen ist nicht mehr, ob Information an einem unendlich dichten Punkt verloren geht,
sondern wie die in B(M) kodierte Information wihrend der Verdampfung des Schwarzen Lochs®!

YDje Kerr-Newman-Familie umfasst die allgemeinsten stationdren Schwarzen-Loch-Losungen der Einstein—
Maxwell-Theorie; sie ist durch Masse, Drehimpuls und Ladung vollstéindig festgelegt [5].

Die Eindeutigkeitssitze sind auch als ,Keine-Haare-Theoreme® bekannt: Stationire Schwarze Locher tragen
aufler Masse, Drehimpuls und Ladung keine weiteren unabhéngigen Merkmale [27, 28].

21Schwarze Locher strahlen nach Hawking thermisch mit der Temperatur Ty = hc®/(87GMkg) und verlieren
dadurch langsam Masse; dieser Prozess wird als Verdampfung bezeichnet [20].
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freigesetzt oder transformiert wird. Analysen des Informationsflusses in der Hawking-Strahlung
[30] setzen genau an dieser Frage an. Neuere holographische Rechnungen reproduzieren die
von Page vorhergesagte Entropiekurve der Strahlung und stiitzen die Erwartung, dass die
Verdampfung die Information erhalt [31].

Auch die Beobachterabhéngigkeit wird klarer fassbar. Ein einfallender Beobachter, der den
Horizont iiberquert, kann den Ubergang zu B(M) ganz anders erfahren als ein entfernter
Beobachter. Der vorliegende Rahmen beschréinkt sich auf die Beschreibungsebene asymptotischer
Beobachter; die detaillierte Innenperspektive bleibt einer vollstédndigeren mikroskopischen
Theorie iiberlassen.

Schliellich vermeidet die Lesart von oo als Doménenmarker, der Natur unphysikalische Ei-
genschaften zuzuschreiben. Die Singularitédtssitze geben dann an, wann solche Doménengrenzen
innerhalb der klassischen Allgemeinen Relativitdtstheorie unvermeidlich werden; sie behaupten
nicht, dass das Universum tatsdchliche Unendlichkeiten enthélt.

8 Grenzen des Ansatzes
Fiinf Einschriankungen sind festzuhalten:

1. Kein mikrophysikalisches Modell: Die innere Struktur von B(M) bleibt unspezifi-
ziert. Der Rahmen benennt die Rolle dieses Zustands, liefert aber keine Theorie seiner
Freiheitsgrade.

2. Keine quantitativen Vorhersagen: Entropiewerte, Hawking-Spektren oder Verdamp-
fungszeiten werden nicht berechnet; Gleichung (11) wird tibernommen, nicht hergeleitet.

3. Homogenes Modell: Der Dichteansatz (3) ist homogen und sphérisch symmetrisch. In-
homogener Kollaps, Drehimpuls, Ladung und dynamische Horizonte sind nicht modelliert.

4. Ubergangsdynamik offen: Die kritische Dichte ppay ist ein Platzhalter fiir das Einsetzen
neuer Physik; die Dynamik des Ubergangs bei R* wird nicht beschrieben, sondern nur
markiert.

5. AuBlenperspektive: Der Rahmen beschreibt die Ebene asymptotischer Beobachter. Uber
die Erfahrung einfallender Beobachter und die Innenraumstruktur trifft er keine Aussagen.

9 Schlussfolgerung und Ausblick

Diese Arbeit hat eine konzeptionelle Neuinterpretation Schwarzer Locher vorgeschlagen, die dar-
auf verzichtet, Singularitaten als physikalische Objekte mit unendlicher Dichte oder Kriimmung
zu behandeln. Schwarze Locher werden stattdessen als Betragszustiande B(M) der kollabierten
Masse-Energie aufgefasst. Klassische Divergenzen, etwa das Anwachsen der homogenen Dichte
fir R — 0, zeigen an, dass die Grenze des Giiltigkeitsbereichs der klassischen Beschreibung er-
reicht ist; an diesem Punkt wird die Konfiguration auf einen endlichen Schwarzen-Loch-Zustand
abgebildet.

Zur Konkretisierung diente ein einfaches Rahmenwerk, in dem eine kritische Dichte pyax einen
Ubergangsradius R* definiert. Fiir R > R* gilt ein klassisches Kontinuumsmodell; fiir R < R*
wird das System durch den Betragszustand B(M) beschrieben. Die drohende Divergenz von
Gréflen wie 3M /(4w R3) erzeugt keine wortlichen Unendlichkeiten, sondern 16st die Abbildung
in den Zustandsraum Spp aus; die Operation M @ 0 := B(M) fasst diesen Schritt symbolisch
als geregeltes Analogon der Division durch null.

Mehrere Erweiterungen bieten sich an. Das Modell liefle sich auf inhomogenen Kollaps,
Drehimpuls, Ladung und dynamische Horizonte verfeinern. Die Betragszustands-Idee kénnte
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in konkrete Quantengravitationsansétze eingebettet werden, indem B(M) mit spezifischen
Objekten wie Fuzzballs, Planck-Sternen oder holographischen Randzustédnden identifiziert wird.
Offen ist auch, ob analoge Betragszustands-Ubergénge den Status kosmologischer Singularitéiten
wie des Urknalls klaren konnen.

Die Arbeit versteht sich damit als Bindeglied zwischen den rigorosen Singularititssitzen
und den quantengravitativ motivierten Szenarien der Singularitdtsauflosung: Sie gibt einen
expliziten, mathematisch geregelten Weg an, oo durch einen endlichen, informationstragenden
Zustand zu ersetzen.
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